Repetisjon, 1. Ordens differensialligninger



Vi har i kap. 2.3 sett pd utledning av en del enkle matema-
tiske modeller som ledet til differensiallikninger. Den enkleste
differensiallikning vi skal fa & gjgre med er en fgrste ordens

ordiner differensiallikning. En slik vil kunne ha formen

_..._=}.(=f(xr u, t) (2.25)



Dersom funksjonen £f(-) er linear med hensyn til x o9 u,

altséa
x = a(t)x + b(t)u (2.26)

refererer vi til differensiallikningen som line&r, drevet og

tidsvariant.

Dersom koeffisientene a og b er konstante, vil likningen

anta formen
X = ax + bu (24 27

og likningen refereres da til som lineer, drevet og tidsinvariant.



Lgsningen til denne likning finnes som kjent ved fgrst a

finne lgsningen til den homogene (autonome) likning (2.29).
Denne vet vi er

x (t) = ¢ e (t-t,) (2.30)

der c¢ er en konstant avhengig av begynnelsesbetingelsen x,.
Lgsningen av den inhomogene (drevne) likning (2.27) kan finnes

ved & anta at ¢ er en funksjon av tiden, altsa

x(t) = c(t)ed(tteln (2.31)

Vi kan n& bestemme funksjonen c(t) ved derivasjon av (2.31)

og sammenlikning med (2.27). Derivasjon av (2.31) gir

261 = Sieye® B t) 4 seinye® (B7E) (2.32)



mens innsetning av (2.31) i (2.27) gir

a(t—t,)

x(t) = ac(t)e + bu (2.33)

Sammenlikning av de to siste likningene gir

Sl = o AR E )y (2.34)

c(t) finnes ved integrasjon av (2.34)
t

c(t) = c, + fe"a(r‘tﬂ)bu(r)d-c (2.35)
tO



Innsetting av (2.35) i (2.31) git da

t
x(t) = caea(t—tU) + jaea(t—r)bu(r)dr (2.36)
£, * 4
Setter vi i (2.36) t = t,, finner vi ¢, = x, slik at den ende-
lige lgsning blir
t
x(t) = e2(E"Body o fea‘t'”bu(r)dr (2.37)
t

0

Fgorste ledd i (2.37) ser vi er lgsningen av den homogene likning.
I det andre leddet inngdr den ytre drivfunksjon u(t) og vi ser

at dette leddet har formen av et foldningsintegral. Lg¢sningen i

(2.37) er meget viktig og skal fa& stor betydning for det videre
arbeidet. Den skal ogsd generaliseres til & omfatte lgsning av

et sett av linezre, koplete, fgrsteordens differensiallikninger.



Eksempel 1. Ordens enkel differensialfunksjon



Et s@rdeles viktig spesialtilfelle far vi dersom u(t) er en

tidsfunksjon som undergar et sprang fra null til wu, ved t =t
og dersom x, = 0. Vi f8r da ved bruk av (2.37)

t _ t-7

1 |
x(t) = .fe "i‘— U.DdT
tD
t-t,
-—*uo[l_—e = ] (2.39)



En skisse av denne lgsning er vist i fig. 2.7 der den gradvise
oppbygging, karakterisert ved tidskonstanten T av spenningen

x(t) fra null mot u,, tydelig fremgar.

P x(t)

to t0+T



En hgyere ordens differensialligning

kan omformes til et sett av fgrste ordens
differensialligninger



Vi har i kap. 2.3 sett pd utledning av en del enkle matema-
tiske modeller som ledet til differensiallikninger. Den enkleste
differensiallikning vi skal fa & gj@¢re med er en f@grste ordens

ordiner differensiallikning. En slik vil kunne ha formen

=x = f(x, u, t) (2.25)

Q-‘Qa
ot



(n) . i (i—1,)
x = f(x, X, X, «.. X , u, t) (2.44)

Vi skal bare i liten grad interessere oss for lgsning av hgy-
ereordens differensiallikninger fordi vi skal finne det mer hen-
siktsmessig & omgjgre dem til sett av fgrsteordens differensial-
likninger. Imidlertid vil det vare mulig ved hjelp av Laplace-
transformasjonen & lgse hgyereordens differensiallikninger dir-

ekte. Dette vil bli gjort i kap. 4.

vi innfgrer i (2.44)

X = X1

X = X2 = X1

X = Xy & Xy
(n-1) .

X = X =



Da kan vi formulere fglgende sett av koplete fgrsteordens differen-

siallikninger
X T %
Xy = Xy
. (2.45)
x = f(x,X, ... X u, t)

n 1772 n-1"'



-

3.2.1 Tilstandsvektor. Tilstandsrom

Vi har i kap. 2 kommet frem til at dynamiske systemer kan
beskrives med et sett av koplete fgrsteordens differensiallik-
ninger, og vi kan na benytte oss av vektor- og matrisenotasjon

til & formulere slike likninger. Geuerelt har vi

Xy = (8,8, »us xn, u,u, ... u_, t)

Ly =L AR Ky e Xpr WU, ... U, t)
. . (3.25)
. L]

X = fn(xlx2 «+e Xpy WU, ... UL, t)



som med vektornotasjon kan skrives
x = £(x, u, t) (3.26)

u er ner en vektor med dimensjon r som inneholder de vari-

able som pavirker systemet utenfra. Hvis differensiallikningene
i (3.25) er lineare med konstante koeffisienter wvil (3.26) kunne
anta formen

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.27)

der A o0og B er konstante matriser.



Parametre?



En vil sjelden finne at store fysikalske prosesser er line&re,

men en vil ofte kunne linearisere for sma variasjoner omkring et

arbeidspunkt. Ved Taylor-rekkeutvikling av funksjonene i (3.25)

vil en da finne

[ af, of 3E, |
90X, 90X, axn
of, of, of,
I of af.
_ | 9x, 09X, X _ o= 11
- ]
of of of
- L
-_Bxl X, an_

Tilsvarende uttrykk for B kan finnes nar en kjenner hvordan u

inngdr i funksjonen i (3.26).

Vektoren x kalles tilstandsvektoren og dens elementer kalles

tilstandsvariable. Det vektorrom som utspennes av tilstandsvek-

toren kalles tilstandsrommet.




3.2.4 Valg av tilstandsvariable

Det har i forrige kapittel blitt papekt at valg av tilstands-
variable ved beskrivelse av dynamiske systemer ikke er entydig.
For lineare systemer med konstante koeffisienter gjelder det at
hvilken som helst linear, ikkefsingular transformasjon av en til-

standsvektor gir en ny mulig tilstandsvektor. Som oftest ¢gnsker
en nok & velge de matematiske tilstandsvariable lik igynefallende

fysiske tilstandsvariable ved oppsetting av de matematiske model -

ler for eventuelt siden & foreta transformasjoner.

Den generelle matematiske modell for et dynamisk system som
kan beskrives med ordinare, lineare differensiallikninger med

konstante koeffisienter er



é = AX + Bu + Cv
(3.62)

X=DX+§£

der x og u er henholdsvis tilstands- og padragsvektor mens

v er en vektor av ytre forstyrrelser, y er en vektor av de

—

mdlevariable og w er en vektor av stgy (usikkerhet) pa mal-

ingene. De forskjellige matrisene gis fglgende betegnelser
A = systemmatrise
B = padragsmatrise
C = forstyrrelsesmatrise

D = malematrise



3.2.5 Monovariable og multivariable systemer. Blokkdiagrammer

Et dynamisk system sies & vaere multivariabelt nar det ut-

settes for flere uavhengige pavirkninger (elementene i u og
eventuelt V) og ndr det observeres gjennom flere malinger
(elementene i y). Hvor mange tilstandsvariable som finnes
(ordenstall av differensiallikninger), spiller ingen rolle i
denne forbindelse. Vi kan altsd gjerne ha et multivariabelt
system som er av fgrste orden. Et monovariabelt system er et

spesialtilfelle av et multivariabelt system som fremkommer nar
det bare finnes é&n pavirkning (u = skalar) og &n maling (y = ska-
lar). Mange multivariable systemer kan med god tilnazrmelse be-
traktes som et antall monovariable systemer dersom det ikke fin-
nes noen vesentlig kopling mellom de forskjellige systemdeler.
Tar vi utgangspunkt i den matematiske modell for et multivari-

abelt system i (3.62), avleder vi av dette beskrivelsen av et

monovariabelt system

X = Ax + bu + Cv
(3.71)

y =dx+w

der det pad grunn av at u og y 1 dette tilfellet er skalare
st¢grrelser er innfe¢rt at



‘m

vc

1

(a)

Figur 3.7

I fig. 3.7 b ser vi hvordan blokkdiagrammet blir for det

monovariable system og tenker vi oss for enkelhets skyld at
v = 0, har vi innenfor den stiplede kontur et system som pavir-
kes av en variabel u til venstre og gir en respons vy til

hgpyre som resultat av kanskje et stort antall tilstandsvariable

x imellom.






Eksempel 1, Koblede tanker



¥ y ;

v ! x
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Figur 2.2

stoffmengde som akkumuleres i venstre kar pr. tidsenhet mé vare

1
- = KT(ul = q) (2.9)



I fig. 2.2 er vist et enkelt hydraulisk system der to kar
som kommuniserer gjennom en ventil (vaskestrgm q) tilfgres hver
for seg uavhengige vaskestrgmmer (u, og u,) og der det fra karet
til hgyre ved hjelp av en pumpe bortfgres en vaskestrgm (vy) .
For dette system kan vi sette opp en stoffbalanse for hvert av
de to karene der vi benytter oss av det enkle forhold at summen
av de vaskemengder som tilfgres, bortfgres og akkumuleres md vare
lik null. Dette kan selvsagt ogsd uttrykkes pd fglgende mite:
Differansen mellom det som tilfgres og det som bortfgres er lik
det som akkumuleres. Antar vi fgrst at de to karene er sylin-
driske med grunnflate henholdsvis A ©og A,, 09 nar nivaene i de

1
to karene betegnes med henholdsvis x, og x,, finner vi at den



x,(0)

XZ(O)




For hgyre kar finner vi tilsvarende

dx, 1
T Ta M V) £2.30)

4

Vi legger merke til at den vaskestrgm som bortfgres fra det
venstre karet tilfgres det hgyre. Dersom et eller begge av kar-
ene ikke er sylindriske som forutsatt, men f.eks. koniske som an-
tydet i de stiplede linjer i det venstre karet, vil arealet A,
ikke lenger vare konstant, men en funksjon av x,;. Dette vil
medfgre at problemet gdr over fra & vare et lineart til & bli et

ulineart problem.

Vaskestrgmmen som utveksles mellom de to karene (g) er et

resultat av den hydrostatiske trykkdifferans som oppstdr pd grunn



av en niva-forskjell mellom de to karene. Vi vil derfor ha at
veskestrgmmen er en funksjon av differansen mellom de to nivaer.
Pa basis av element@r hydrodynamikk vet vi at sammenhengen mellom

veskestrgm og trykkfall med god tilnazrmelse kan skrives

g = sgn(x; - x,)k/ |x, - x,| (2.11)

Dette er en ulinear relasjon der parameteren k, er bestemt av
ventilapning, re¢rdimensjoner o.l. Med en viss rimelighet kan den

tilnermes med fglgende lineare sammenheng

g~ k,(x, - %x,) (2.12)



Benytter vi (2.12) i (2.9) og (2.10) finner vi

dx, 1
dx, 1
3T = E;—(klx1 - k,%, + W, = ;) (2.14)

Vi ser at vi ogsd her er kommet frem til to fgrste ordens
differensiallikninger som er koplete fordi de avhengig variable

forekommer i begge likninger. Hvordan disse likninger kan lgses
skal behandles i senere avsnitt.

(2.9) og (2.10) var uttrykk for stoffbalanse i de to karene
mens (2.11) i virkeligheten er et uttrykk for kraftbalanse (trykk-

balanse over forbindelsesrgret). Vi har derfor her et eksempel

péd forekomsten av to typer fysiske balanser i samme system.



a = - a = = a
11 ’ 12 11
m,c, Iy S
9,
a21 = m.c ’ dzp = mlc (_gl - qocz gz)
w2 T 2 272
1 q 92
bll = m.c ! c21 = mp ’ C22 = m.c
1 1 2 2. 72

(2.17) og (2.18) viser at vi ogsd for dette system har fatt
to koplete fgrste ordens differensiallikninger av en type som vi

senere skal mgte i mange sammenhenger.

I prosessen ovenfor antok vi at vannstrgmmen (g) var konstant
og at ytre forstyrrelser kom i form av temperaturendringer (v, og
v,). Differensiallikningene som resulterte av dette ble da line-
2re med konstante koeffisienter. Hadde vi antatt at vannstrgmmen
var tidsvarierende ville koeffisientene a,, og c¢,, blitt tids-

varierende. Likningene vil da bli vanskeligere a lgse.



Eksempel 2, Forenklet varmeveksler



I fig. 2.3 er vist en primitiv varmeveksler (varmtvannsbereder)
der en kald vannstrgm (g) med temperatur v, kommer inn gverst
til venstre. Midt i beholderen sitter en varmekolbe med et hete-

element som tilfgres en elektrisk effekt u Vi antar at varme-

10
kolben har en masse m; og en spesifikk varmekapasitet c,.
Temperaturen antas for enkelhets skyld & vare den samme over alt
i varmekolben, nemlig X,. Varmeovergangstallet mellom varme-

kolben og vannet er g, -

<

X1,Mm1,C4

9

X2,m32,c2
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Figur 2.3



Temperaturen X, 1 vannet antas 4 vaere den samme overalt
i beholderen (dette kan oppnés med intens omrgring hvis det er
behov for det, men det er her antatt for at den matematiske be-
handlingen skal bli enkel). Massen av vannet i beholderen be-
tegnes med m, og den spesifikke varmekapasitet er c¢,. Det
totale varmeovergangstall mellom beholderen og den omgivende luft
betegnes med g, og den omgivende lufts temperatur er v,. For
dette system kan det settes Opp to energibalanser, en for varme-
kolben og en for beholderen med ytre isolasjon. For varmekolben
kan vi umiddelbart uttrykke at summen av den energi som tilfgres,

akkumuleres og bortfgres m& vare lik null eller; den energi som



akkumuleres er lik differansen mellom den som tilfgres og den som
bortfgres. Akkumuleringen av energi foregdr ved temperaturstig-
ning i varmekolben og vi finner at den akkumulerte energi pr.

tidsenhet vil vare

dx1

mlcl-——dt

Den tilfgrte effekt er 1lik u Den effekt som fgres bort fra

1

kolben antas & vare proporsjonal med temperaturdifferansen mellom

kolben og det omgivende vann (x, - X,) og proporsjonal med varme-
overgangstallet g,, altsa g, (x, - X,). Vi finner derfor for
varmekolben
dxy 1
= (u1 - gl(xl - Xz)) (2-15)

dt m



For vannet i beholderen har vi likedan at den energi som
akkumuleres er lik differansen mellom det som tilf@gres og det

som bortfgres. Akkumulert energi pr. tidsenhet i vannet er lik

dx,
m,Cogr

Tilfgrt energi bestdr av den energi som kommer fra varmekolben
(g, (x; - xX,)) og den energi som fglger med det tilfgrte vann til
beholderen. Dersom vaskestrgmmen (g) er volumstrgm og vannets
tetthet er p, vil den tilf@grte energi pr. tidsenhet med vannet
bli gec,v,. Den energi som bortfgres fra beholderen bastar av

to komponenter:

Energi som bortfgres med utstrgmmende vann (gPc,X,) Og energi-
tapet gjennom isolasjonen til omgivelsene pa grunn av varmeledning,

-konveksjon og -strdling.

Energitapet til omgivelsene antas proporsjonalt med tempera-
turdifferansen mellom vannet og den omgivende luft (x, - v,)

0og proporsjonalt med varmeovergangstallet g, -



Varmebalansen for beholderen vil da gi oss

1
de - (g, (%, = %,) + @gPc,v, = gPc,x, = g,(x, = Vv,))
{2.16)

P3 basis av (2.15) og (2.16) kan vi derfor lage fglgende mate-

matiske beskrivelse av prosessen

dx1
T T au% + &y X, F By, H, (2.17)
dx,
3T = @21%; sl . F G Wy + By 'V (2.18)



11 ’ 19 11
m,C, Iy €4
9,
a21 = m.c ’ a22 = mlc (_gl - qpcz gz)
L] R
1 92
Byg = m,c, ' C21 = %E 4 €22 T @ ¢
1€ 2 2C2

(2.17) og (2.18) viser at vi ogsa for dette system har fatt
to koplete fgrste ordens differensiallikninger av en type som vi

senere skal mgte i mange sammenhenger.

I prosessen ovenfor antok vi at vannstrgmmen (g) var konstant
og at ytre forstyrrelser kom i form av temperaturendringer (v; og
v,). Differensiallikningene som resulterte av dette ble da line-
@2re med konstante koeffisienter. Hadde vi antatt at vannstrgmmen
var tidsvarierende ville koeffisientene a,, og c¢,; blitt tids-

varierende. Likningene wvil da bli vanskeligere a lgse.



